Séries de Fourier

Nous supposons connues les formules donnant les coefficients de Fourier d’une fonction 27-
périodique :

1 c+2r
a, =;L ’ f(x)dx

a = ! ICC+2”f(x)cos(nx)dx

"
b =ljc+2”f(x)sin(nx)dx
n ” c

L’objet de ce chapitre est de montrer comment les mettre en ceuvre, avec la TI-Nspire CAS.

1. Calcul direct
Considérons par exemple la fonction définie par f(x)= |sin(x)| )
Cette fonction est paire.

I1 suffit donc de calculer les coefficients a, = EJ.O” f(x)dx et a,= 2 J.O” f(x)cos(nx)dx.
7 7

Comme le montre 1’écran suivant, le calcul des premicres valeurs de a, se fait sans difficulté, et la
TI-Nspire CAS gére bien la présence des valeurs absolues.
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TI-Nspire CAS au CAPES

Nous allons maintenant nous intéresser au calcul du terme général a, , pour n quelconque.
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Ce dernier résultat appelle deux remarques :

1. 1l a été effectu¢ dans le cas général, sans se soucier de ce qui pourrait arriver dans certains cas

particuliers (comme par exemple n =1).

2. Le terme en cos(n ) n’est absolument pas simplifié.

Ce dernier point est normal. La TI-Nspire CAS “ne sait pas” que n est un entier (comment pourrait-
elle le savoir ?), elle n’a donc aucune raison de simplifier. La seule facon de travailler avec des

variables symboliques enti¢res est d’utiliser les variables n1, n2...

qui apparaissent lors de la

résolution des équations trigonométriques. On obtient n dans la table de caractéres (Cer DE).

Nous allons donc demander a la TI-Nspire CAS de remplacer # par n1, en tapantans | n=n1
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i
&Le domaine du résultat peut 8tre plus grand gue L.

1.1 RAD AUTO REEL 7]
o o A
( L1 )() SN
':rz+1)-:n: (rr—l)-:r[ (rz+1)-n (rz—
( L 1 J-cos(n n)+ L -
l:r:+1)-:r|: (n—l)-:rr l:r:+1)-:n: (n—
1 nt 1 1 |
—_— _1 _
T
£Le domaine du résultat peut 8tre plus grand .. 1E

C’est déja mieux...On peut factoriser et mémoriser le résultat obtenu (écran de gauche). Comme on
peut le voir dans I’écran de droite, il est ensuite possible de distinguer les deux cas, # pair ou impair :
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i
&Le domaine du résultat peut 8tre plus grand gue L.

&Le domaine du résultat peut 8tre plus grand gue L.

4

En conclusion, a3 ,,1 =0 et ay, = IR
(4n - 1)72'
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Séries de Fourier 3

& Résultat prévisible, la fonction est en fait paire et w-périodique.

Attention, a aucun moment la TI-Nspire CAS n’effectue de vérification sur la validité des calculs.
Considérons par exemple la fonction définie par f () = cos® (x).

Le développement en série de Fourier est immédiat. Il suffit en fait de linéariser :
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ST . 3 1
La linéarisation obtenue dans l’écran de gauche montre que g R as =7 et tous les autres

coefficients sont nuls. Pourtant, le calcul fait dans I’écran de droite pourrait laisser penser que tous les
coefficients sont nuls !

Le calcul avec n permet de mieux comprendre cette apparente contradiction :
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jsin(nﬂ).

La calculatrice a obtenu a,, = — — —
An+3)r 4n+3)r 4n-V)r 4n-3)7

La simplification de sin(n 7) a fait totalement perdre les problémes qui se posaient pour n=1et n=3.

2. Programmes de calcul et de représentation graphique

2.1 Description

Pour traiter ces exercices, on peut procéder en utilisant les manipulations décrites ci-dessus. Pour
faciliter leur résolution, on peut aussi utiliser la bibliothéque de programmes fourier, téléchargeable sur
le site www.univers-ti-nspire.fr, qui propose un ensemble de programmes spécialisés dans I'é¢tude des
séries de Fourier. L utilisation des bibliothéques est décrite dans le chapitre 17.

Cette bibliothéque propose les programmes suivants :

e Le programme fourier permet de traiter le cas général des fonctions définies sur un intervalle
quelconque de longueur 27 .
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4 TI-Nspire CAS au CAPES

e Le programme fourier_impaire permet de traiter le cas des fonctions impaires, définies par leur
expression sur ’intervalle [0,7[] .

e La programme fourier_paire permet de traiter le cas des fonctions paires, définies par leur
expression sur 'intervalle [0,7].

e Le programme help permet d’obtenir des informations assez détaillées, et le programme demo
permet de générer quelques exemples.

L’appel de 1’'un des 3 programmes fourier, fourier_paire, fourier_impaire permet d’obtenir les valeurs
des coefficients de Fourier, et de préparer la représentation graphique de la fonction a étudier ainsi que
des sommes partielles des séries de Fourier. Il suffira pour cela de demander la représentation
graphique de la fonction f.f(x), ou celle de f.sf(x,k) avec k compris entre 1 et 10.

Comme vous allez le voir dans la suite, ce programme est assez performant. Il repose cependant sur les
mémes méthodes que celles indiquées dans la partie précédente, et peut donc présenter les mémes
faiblesses.

2.2 Un exemple d'utilisation
Développement en série de Fourier de f(x) = max(0,sin(x)).

On peut commencer par représenter cette fonction. @@ pour créer une nouvelle page et choisir
I’application Graphiques & géométrie. On entre ensuite la définition de la fonction dans la ligne
d’édition puis on applique un zoom Trigo.

[ 2] RAD AUTO REAL © 'f 1t Actions MD AUTO REAL <

DV iew
¥

6. Paintz & Lines
& 7: Measurement

¥
k
b
b
B

!
A Y LN ¢ &: Shapes » N ¢
i 9: Construction o 4
A f1(x)=max|:0,sin(xj) " A: Transformation ' f1(x)=max|:0,sin(x:|:|

[» |

R 1t Actions "D AUTO REAL 1.2 RAD AUTO REAL !
g 2: Wiewy = r -
£ 3: Graph Type >
T 2 Windowy [ 1: Window Setfings
5 Trace |72 7oom - Box
« 5: Points & Ling ®3: Zoom - In
& 7: Measuremer| 2 4: Zoom - Cut 05 .
8: Shapes % 5: Zoom - Standard
9: Construction| [y &: Zoom — Quadrant 1 =
" A Transformati 1{»’ ; 00 - User f1(x)— (O . (x):l
= . 7 _ A =mazxl0,sin
Zoom — Data
ArZoom - Fit
[ 5. zoom - Square

Cette fonction n’est ni paire, ni impaire. La construction met en évidence (et il est facile de le justifier)

1) sin(x) si 0<x<rx
ue f(x)= .
a 0 si w<x<2xm
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Séries de Fourier 5

Nous allons indiquer tout cela a notre programme :

(1 [ RAD AUTO REEL | [ =) RAD AUTO REEL ]
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I
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r p pri [ [Exp ~ ?| 1/9

11 suffit ensuite de valider pour lancer les calculs correspondants.

La calculatrice indique la formule de calcul utilisée, puis I'expression du coefficient :
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On peut demander une somme partielle de la série de Fourier. La fonction permettant de calculer ces
sommes partielles est accessible sous le nom f.sf.

KRR RAD AUTO REEL |
1 =]
xception : b{1)=—
2
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[
2799
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6 TI-Nspire CAS au CAPES

On peut demander une factorisation pour obtenir une expression plus concise des coefficients de
Fourier. Les fonctions permettant de calculer les coefficients sont accessibles sous les noms f.a et f.b.
Pour bénéficier des simplifications utilisables avec les entiers, il vaut mieux entrer : factor(f.a(n1))
plutdt que factor(f.a(n))

KRR RAD AUTO REEL |
=]
Terming
factor(f.a(njj -(cos(n-n)+1)
(n—l)-(n+1)-:n:
factorlrf.a[ni')) _((_1)" L 1)

(HT—IJ'(HT+IJ'JT

&Le domaine du résultat peut 8tre plus grand gue L.

Le cas particulier n=1 a été correctement détecté par le programme. Le calcul de b, pose un
probléme similaire a celui que nous avons rencontré a la fin de la premicre partie.

A
Le calcul de I’intégrale de -[0 sin(x)sin(nx)dx laisse clairement voir la nature de ce dernier :
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1)) &
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0
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Séries de Fourier 7

n Développement d'une fonction paire, calcul de sommes

Rechercher le développement en série de Fourier de la fonction paire, 2 z-périodique, telle que

1 si 0<i<Z
2

f(#)=30 si tzg

.
-1 si —<t<rx
2

~+00
En déduire la valeur des sommes Z T

= 0(2n+1) =

E Développement d'une fonction impaire

Développement en série de Fourier de f, fonction impaire, 27 -périodique, telle que :

) T
t si 0<¢t<—
2

f(0)=

.
7—t s1 —<t<r1x
2

B Un exercice d’oral de centrale
Soit f'une fonction paire 27-périodique, telle que f(x)=ax’ +bx+c sur [0,7], (a,b,c)eR’.

a) Calculer les coefficients de Fourier de f.

cosnx

b) Montrer qu’il existe (a,b,c)eR’ tel que la série de Fourier de f soit égale a Z
n=1 n

Représenter f'sur ]—n,n[ .

¢) En déduire la somme d’une série classique.

" Les deux premiers exercices sont extraits du livre d’exercices corrigés, Analyse, 2€ année PSI*PC*PT, de Jean-
Marie Monier. Editions Dunod.
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TI-Nspire CAS au CAPES

Solutions des exercices

n Développement d'une fonction paire, calcul de sommes

N’oubliez pas que dans ce type d’exercice, 1’étude de la convergence de la série est au moins aussi
importante que la partie calculatoire sur la recherche des coefficients de Fourier.

La calculatrice peut prendre en charge tous les calculs, mais 1’étude théorique de la convergence reste

a faire totalement.
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.................................................. hn
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———————— 2
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e T
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o 4 .
On a ainsi obtenu ay =0, a,, =—sin
n

(n%j pour n>1,et b, =0.
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Séries de Fourier 9

On peut poursuivre le travail dans 1’écran de calcul, afin de simplifier I’expression de «a, en fonction
de la parité de n.

S 2 e RAD AUTO REEL B
Terming 2

fsﬂ.‘x,S) 4-cos|:5-x) _ é-cos(?;-xj . 4-cos(x)

Sem 3w m
falz2ni) 0
zal2n+1) a(-1)77

(2:n1+1)n

4r99E|
4(-1)?

Ainsi, azp =0 et 02p+1 Zm.

L'égalité de Parseval qui est utilisable ici puisque la fonction est 2z-périodique, continue par

2

~+00 _1\P

morceaux, donne alors : 1 Z 4D = LJ.” f(t)zdt = l.[ﬂf(t)zdt.
2550 2p+ 2rd-m 790

L8 &1 1 ¢z )
D'ou —22—2=—J 1dt =n“, et donc :
7~ pm0(2p+1)° 7m0

~+00 1 2

I;mzpﬂ)z 8

D'ou :
R | 42 4 7% 7?

S [ TY B 3 e 36

n:ln2 (1_1) p:0(2p+1)2 3 p:0(2p+1)2
4

On peut vérifier ces résultats avec la calculatrice :

EET RAD AUTO REEL ]
2 e 0
8
(2-p+1JzJ
p=0
- bl
E — W8
B
p=1
O i
176 |
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TI-Nspire CAS au CAPES

Les fonctions f.f et f.sf qui ont été définies automatiquement lors de I’exécution du programme
fourier_paire permettent d’obtenir une représentation graphique.
f.f permet de construire la représentation sur un intervalle quelconque de la fonction qui a été définie
par son expression sur [O,;r] et ses propriétés de périodicité et de parité.

f.sf permet d’obtenir la représentation des sommes partielles.

RAD ALTO REAL

0.5

¥

o5

RAD ALTO REAL |

b

¥

ey

E Développement d'une fonction impaire
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1]

=] fourier
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RAD AUTO REEL

]
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Terming =
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an=0 (f impaire}
[’ T
[ P Y

On a ainsi obtenu :

a, =0, pour tout entier 7.

b:

mn

4 V4 51
. 5 sin nE pour n>1.

|
172
RAD AUTO REEL ]
———————— A
a=0
any=0
i (n?-n)
4-5in
bin1)= —2
nte-m
Termm| =
12
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On peut poursuivre le travail dans I’écran de calcul, afin de simplifier 1’expression de b, en fonction
de la parité de n.
B 2] 1.2 ] ReD AuTO REEL | B2 1. [ ReD AUTO REEL |
binT = = TErRITIE
ntq
#bl2-n7) 0
SRl £bl2-nt+1) af-1)n7
7ol 2n1] 0 (2:n1+1)% 2
. 1
rolznt+) a(1)” £570x,5) asin(5) 4-sin3] . 4-sinlx)
(2n7+1)% 25 9o n
| v | v
4799 5199
o 4(-1)?
Ainsi, by, =0 et by, = ()

Qp+1)P’r

L’écran de droite donne la somme partielle de Fourier d’ordre 5

B Un exercice d’oral de centrale

par la formule de I’écran de gauche ci-dessous

La fonction f étant paire et 2 7-périodique, les coefficients b (f) sont nuls et les a, (f) sont donnés

RAD AUTO REEL i RAD AUTO REEL i
| |
Del™ar a,b.0 Terming [
f{x:‘:=a-x2 bt Terminé a‘ Z'T"'b
5 ™ Terming
an(n:l:—— f{x:l-cos(n x)dx HH(Q:'
&= (o]
| anl DA+ f;':l'l:+2€
i |
339 /99

Une condition nécessaire pour que la série de Fourier soit de la forme désirée est que ao( f ) =0,
1
al(f)zl et a2(f)—

Ceci nous donne trois équations pour déterminer les inconnues a, b et ¢

On affecte aux variables les valeurs trouvées

RAD AUTO REEL

2g e+ 3 b e
3
solve an(03=0 and an(l)=1 and an(2)=l,{a,b
4
B 2
a‘=iand b=£and c=n—
4 2 3]
A
2]

RAD AUTO REEL

= |::][\} [ |::'I TS
SR — |

@ On aurait également pu utiliser le modéle {8 pour saisir le systéme a résoudre
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12 TI-Nspire CAS au CAPES

Il reste a présent a vérifier que le développement en série de Fourier de la fonction f, définie en

+00
.. , . . cos nx
utilisant les valeurs de a, b et ¢ que nous venons de déterminer, est bien de la forme E

2
n=1 N

Cela est fait dans 1’écran ci-dessous (& gauche) :

e Le calcul de f(x) permet de vérifier I’expression de la fonction f.

e On calcule ensuite an(n), pour voir si on obtient bien

— .
n

En fait, ce calcul ne permet pas d’obtenir une expression simplifi¢e de a, (f), car
TI-Nspire CAS ne peut pas savoir que z est un entier (voir page 2).

e Pour obtenir une expression correctement simplifiée, il suffit de remplacer » par n1. On
obtient bien le résultat attendu.

Pour achever I’exercice, et calculer la somme demandée, on peut observer que la fonction f est
continue, de classe C' par morceaux. Sa série de Fourier converge donc normalement vers f'sur R .

En particulier, la convergence simple en 0 nous donne 1’égalité entre f(0) et la somme de la série
- 1 ) =N B
Z—z . On obtient ainsi Z—z =—.
n=1 n=1 n 6

On peut vérifier la valeur de cette somme en demandant un calcul direct de la somme de cette série
(dernier calcul dans I’écran de droite).

1 RAD AUTO REEL B
neoA
o) n?
6
o j'|:2
. i
Z 2 6
2
n=1 I
| v
15699

En utilisant le programme fourier_paire, on peut vérifier le calcul des coefficients, puis représenter la

fonction sur plusieurs périodes (a gauche), ou voir (a droite) que la série de Fourier (trait fin) converge
trés rapidement vers cette fonction (pointillés gras)...

S TE] 17 | RaD AUTO REAL u ¢ 1.7 | RAD AUTO REAL B
¥ ¥
P} =£.10x) 1l =£ 5] b 2ld-rsls)
0.5
JI*\\ ‘I’J ‘\ ,A i %
L AL IV NP ~- / 9.5 \
) \
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